ITPBO ITPOBHO TAKMMNYEILE
Henedba, 5. menemobap 2004.

IIpBu pa3pen

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Csaxu 3adamarx epedu 20 noewa.

1. Vcnuratu na au mocToju npupomaH 6poj n 3a Koju je 6poj

n? + 2n + 2005

IIOTIIYH KBaJApaT.

2. TI'ycap je oreo crapy kapry ocTtpBa ca Osarom. Ha moj cy
yupramu ambap, OyHap, Berpemada u rpebed (KOju Ccy Ha KapTu
osnavenu ca A, B, V,G), u oHu ce Hajiaze y TEeMEHUMAa OapAaJIEIIO-
rpama. Ha mpaBosumHujckoMm myTy on ambapa mo OyHapa yuprax
je jabman (J) Taro ma je ommoc AJ : JB =4 :1. Ha npaBonunau-
jckoMm myty uameby Berpemaue u rpebena yuprana je suna (L). Ha
IPaBOJIMHUjCKOM IIYTYy OX rpebeHa no OyHapa Haja3e ce 3aKOIaHO
6naro (X) u kpuma (K). Ha raprtu ce ambap, 3akomano 6iaro u
aUma HaJia3e Ha MUCTOM MPaBOJUHU)CKOM myTy. Takobe ma kapTu
ce jabisaH, KpuMa W JUNa HAJa3€ HA WUCTOM MPABOJUHU]CKOM IIYTY.
Yparan je omHeo ambap, BeTpemauy, jabjdaH U JIUIY, TAKO A& CYy
Ha OCTPBY OCTaJM caMO OyHap, KpuMa u rpebden. ['ycap je mpso
YCTAaHOBUMO Ma je pacTojame on OyHapa mo kpuMme 25m. Hakon Tora
je ceo y kpumy. Tamo je cazuao na je pacrojame namehy rpebena u
kpume 7Hm. Komuko rycap tpeba ma mpebe, kana uzabe u3 xkpuwme,
na Ou momao mo Gmara?

3. Kpyr ki momupyje kpyr k uzmyrpa y tauku C. Heka je M
npoM3BOJbHA Tauka Kpyra ki pazmumumra om C. Tamremra rpyra

k1 y tauku M ceue kpyr k y taukama A m B. Ilokazatu ma je
JACM = <MCB.

4. Konuko nMma neronmudpeHnx OpojeBa Koju nMajy cBe nudpe napHe
U [ebUBU Cy ca 4, a HUCY Oe/buBU ca 57

5. Awna, Bumana, Becua u ['opnana cy mpemasuiie peky KaHyyoM
Ha cienehu nauwuH.

Buno je Tpu BOkEE ca JeBe HA MeCHY o0aJy, IpU YeMy Cy CBaKU
IyT y KaHyy Ouie 1o aBe meBOjKe, OXl KOjuxX je jemHa Beciayga. Y
obe BOXKIE ca nmecHe obaJjie Ha JIEBY, y KaHYy je Ousa caMo jemHa
neBojka. IlosHaro je ma Ama Moske ma Beciyia CaMO akKoO je cama y
gyamny, a Bumana ako je cama unu ca Becuom. 3Ha ce u na je cBaka
IeBOjKa Becaaja 0ap jemaHoM.

Koja on mux je Becmasa mBa myrta?



Jlpyru pa3pen

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaxu 3a0amarx epedu 25 noewa.

6. Onpenutu cBe mpupoaHe OpoOjeBe N TaKBe Oa BAKU
n+[vn]+1|n*+n+1.

7. Heka je ABC'D TetuBan yeTBOpoyrao u tauke X u Y Ha CTpaHU-
nama npaBama AB u BC takse na je X BY D nmapasenorpam. Ako cy
M, N u L penom cpemumra AC, BD u npecek AC u XY, nokazaru
na je tauke M, N, L u D npunanajy jeaHOM KpPyTy.

8. Cyma Tpu mo3uTwBHa peasiHa Opoja a, b u ¢ je jemmara 3.
Iokazartu na Baku

Va +vVb +c¢ > ab+ be + ca.

9. Ha xpyxuunu je naro 4k tauaka. OHe cy 0D0OjeHe HAM3MEHUYHO
upBeHoM u 6esom 6ojom. CBaka ox 2k MpPBEHUX Tayaka je CIOjeHA
ca TAYHO jeTHOM IIPBEHOM TAYyKOM W Ha Taj HAUYMH je moOujeHo k
upBenux retuBa. Vicro je ypabeno u ca 6emum Taukama m 100ujeHO
je k 6enux teruBa. IIpm Tome, HUKOje 3 TeTUBe ce HE CEKy y jemTHO]
rauku. JlokaszaTtm na mocToju HajMame k Tavaka y KOjUMa Ce CEeKy
pa3HOOOjHE TEeTUBE.

Tpehu pa3zpen u uerBpTu pa3pen

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Csaxu 3adamar epedu 25 noewa.

10. Hahwu cBe ¢yurmnuje f : N — N takse na je
f(f(m) + f(n)) =m+n,
3a CBaKa JBa MpUpOTHA Opoja m u n.

11. Heka ce yerupu Kpyra jeQHaKUX HOJYIPEUYHUKA CEKY y TaudKU
O. O3HAUMMO TpecedvHe Tauke CyCeqHUX KPpyrosa (y HEKOM CMepy)
ca A, B, C u D. IHokasatu na BasKu

AB-0OC-OD+CD-0OA-OB=AD-0OC-0OB+ BC-0A-0OD.

12. Hera cy a u b pasauuuTu npupogHr OpPOjeBU 3a Koje

a’ +ab+b* | ab(a +b).



Ilokazatu ma je |a — b| > v/3ab.

13. By06a ce Ha moyeTky HaJIa3U y Tayky ca KoopauHaTama (1, \/§)
Y cBakoMm more3y OyGa Moke ca mosba (x,y) Ja CKOYM y OMIIO KOjy
rasmy (2,22 + ), (0, — 20), (v —2y,9), (¢ +2y,y), am we cve ma
ce BpaTu y TAUYKy Yy KOjoj je Omia HemocpemHo mpe Tor moresa. lla
au Oy0a MO:Ke mOCJe HM3a ImoTe3a Ja Ce BPATU Y MOYETHY TAUKY !



JPYTO ITPOBHO TAKMMNYEIHLE
Henedwa, 13. mapt 2005.

IIpBu pa3pen

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 20 noewna.

14. Y omrpoyraom tpoyriay AABC, Cy je momHOKje BUCUHE U3
remena C, a (7 cpemumre crpanune AB. Herka cy F u F tauke
Ha crpanunu AB rtakBe ma cy <ACE u <FCB jemnaku. Herka cy
zatuMm, M u N monmuoxkja mopmasaa u3z A u B wa CE, ommocuo CF.
Ilorazatu na tauxe M, N,Cy u C| nexe HA UCTOM KPYTY.

15. Heka cy a, b, ¢ OysuHe CTpaHUIA TYIOYIJIOr TPOYIJIA, IPU UeMy
je ¢ > a, ¢ > b. Ilokaszaru ga Baxu ¢ > a’ + b3,

16. Hera 3a mo3uTumBHE peaJtiHe Opojese a,b, c Baku
abc = ab + be + ca.

IlokasaTu na je
abc > 3(a+ b+ c).

17. Hahu cBe nmpocre 6pojeBe p TaxBe na je p° + p? + p + 1 mornys
KBaIPaT.

18. ¥ tpaky 1 X n ynucyjy ce pemxom 6pojeBu 1,2,...,n. ¥ upsom
KOpaKy ce Ha MPOM3BOJLHO MecTo ynuime 6poj 1. 3arum ce Opoj
2 ymucyje Ha TOJbE KOje je CYyCemHO ca MOJbeM Ha KOje je YIHMCaH
opoj 1. Y cBakom ciaenehem ropaky ce Hapemuu Opoj ymucyje y
moJbe KOje je CyCemHO ca MoJbeM y Koje je Beh ynucan Heku O6poj. Y
ocJeqmeM KOpaky ce Opoj n ymuIiie y mpeoCTayo CIODOIHO HOJbE.
Ha xkonuko maumna je moryhe u3BpuuTu TakBO ynucupame OpojeBa’?

Hpyru paspen

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Csaxu 3ad0amax epedu 25 noexa.

19. Cnosma mpunucana kpyskauna tpoyria AABC mnomupyj BC 'y
K wu mponyxerak AB y L. Ilpyra cmnossba TPUIUCAHA KPY/KHUIA
nomupyje npony:xkerke AB u BC' y M u N. Ilpecek KL u MN je
X. Ilorazaru ma je C'X Oucekrpuca yria ACN.

20. Heka cy z, y u z peannu 6pojesu u3 uarepsada (2,4). Iokazatu
HEje THAKOCT

x z

Y + > 1.

y?—z 22—z 22—y



21. Hera cy n u k npupomau 6pojesu 3a koje Basu n® > (k + 1)!.
Heka je M = {(x1,22,...,2) | (Vi) z; € {1,2,...,n}}. orazaru na
oxn ceakux (k+ 1)! 4+ 1 ememenara uz M mocroje nBa (ay,aq,...,ak)
u (b1,ba,...,by) TakBu ma je

(k + 1)' | (a1 — bl)(ag — bz) . (ak — bk>

22. Ilato je 18 Ttauaka y paBau. OHu 006pasyjy yKyIIHO (138) TPOYy-
raoBa unja je yrynHa noppmusaa P. [lect on Tux Tayaka je 060jeHo
IJIABO, IIECT LPBEHO U mecT 3eseHo. JlokazaTtu na 30up moBpHIMHA

TPOYTJIOBA 4UHWja Cy TeMeHa Tauke mcre 0oje Huje Behu om —.

4

Tpehu paspen

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Csaxu 3ad0amax epedu 25 noexa.

23. Cnoma npunucana kpyskauna tpoyriaa AABC nomupyje AB u
npony:kerke CA mu CB y Ttaukama C, By u Ay tum penom. Ilpyra
croJba MpUNUCcaHa Kpykuuma noaupyje crpanuny AC m mpomyskeTke
BAu BCy By, Cy u Ay. Ilpase A1B; u A3 By ce cery y tauku P
nok ce A1Cy1 u AyCy cery y tauku (). Horazaru ma cy taure A, P
u () KoauHEeapHe.

24. Heka cy x1,...,r, peasau Opojeu unuju je 30up 0. Heka je m
Hajmawmu, a M vajBehu on tux O6pojeBa. lokazatu na je

224 .+ 22 < —nmM.

25. Heka je vu3 {a,} mar ca a; =43, ay = 142 u a,, = 3a,,—1 + Gn_2
3a n > 3. okasaru:

a) G, U Gpy1 CY y3ajaMHO NPOCTH;

0) 3a cBakM IPUPOJAH GPOj M MOCTOjU GECKOHAYHO MHOTO MPUPOI-
HUX OpojeBa M TAKBUX Ja Cy U G, — 1 U Gnp4+1 — 1 mesmuBm ca m.

26. Heka cy S51,959,...,5, HOACKYyIOBU CKyIa PeaiHUX OpojeBa O
KOJUX je CBAKM yHUja ABA 3aTBOpEHA MHTEpBaJsia. AKO CBaka TPU OI
OBUX TOJACKYNIOBa MMajy 3ajeTHUYKY TadKy, OOKa3aTH na IMTOCTOjU
TAvYKa KOja MpuUnanga 0ap MOJOBUHU OBUX MOIACKYIOBA.

UerBpTH pa3pen

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 25 noena.



27. Heka je Ttauka P upecek mujaronansa AC m BD KOHBEKCHOT
yerBopoyria ABCD y wkom je AB = AC = BD. Herka cy O u [
[EHTPU OMUCAHOT W ynucaHor kpyra tpoyraa AABP. Iloka3artu na
ako je O # I ouna cy nmpase OI u C'D mopmadiue.

28. Hexka cy x1,29,...,%, neau OPOjeBU YMjU je HAJMAWKHU 3ajeTHUY-
KM meawujal 1, u Heka je S = xlk +:c2k —+ ... +xnk 3a CB€ IIpUpOIHE
opojese k. IlokaszaTu ma

H3(s1,82...,8,) | H3C(1,2,...,n).

29. Hexa cy aj,asg,...a, (n > 4) HeHeraTuBHM peasHu OpOjeBU UMju
je 30up 1. JlokazaTu ma BasKu HeEjeTHAKOCT:

aiag + agas + ... + ap_1a, + anal <

| =

30. IlokazaTu ma 3a CBaKd NMpUPOIAH OPOj n Baku ma je Opoj 2n-
TOIM(pPEHNX IPUPOTHUX OpOojeBa Koju mMajy n mudapa 1 u n nudapa
2 y CBOM JI€KaJHOM 3aIUCy, jeTHAK OpOojy N-Tonu(pPEeHNX IPUPOTHUX
OopojeBa 3anucanux mudppama 1,2,3,4 Koju y CBOM I€KATHOM 3aIUCY
nMa)y UCTU OPOj jeIMHUIIA U OBOjKU.



TPERE IITPOBHO TAKMUWYEILE
Bynsa, cpena, 13. anpua 2005.

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 20 noewna.

IIpBu pa3pen

31. [Ia nu mocToju mpupomgaH Opoj n TakaB ma cy OpojeBu
2n — 1, on—1 mw 13n-—1
MOTIYHU KBAAPATHU!

32. Manu ITaja je ma Tadbaum 2005 x 2005 noctasuo 2005 TonmoBa koju
ce He TyKy. Perao je masmom Parky m manom Panmery ma onm mory
CBaKOI' TOIA Ja IOMEpE 3a jeJaH CKOK CKakada y maxy u ga he y
HOBOJOOMjEeHOM paclmopeny IOCTOjaTU ABa Toma Koja ce Tyry. Ila
au je masu Ilaja y nmpaBy?

33. Hera je M mnpousBo/bHA TavKa Yy YHYTPAIIKHOCTU TPOYTIIA
ANABC. Osuaunmo ca Ta,Tp u Te, pemoMm, TEKHUIITA TPOYILJIO-
Ba ABCM, NCAM wn ANABM wu ueka je T); TeRumre TPOyTriIa
ATyTpTeo. Hahu reomerpujcko mecto Tadaka 1hs, Kaga ce Tadvka
M 7kpehe” mo ymyrpammoctu tpoyraa AABC.

34. Hexra cy a,b,c € RT. IlokazaTu HejeHAKOCT

+ot+->

a” ¢c+b a+c b+a

b ¢ _c+a a+b b+ec
c

Sl S

Jlpyrn pa3spen
35. Oampenutu cBe nmpupogHe OpOjeBe N KOju Ceé MOTY IpPeACTABUTHU
Kao cyMa HeKoJnko (6ap mBa) y3acTomHa NpupoaHa O6poja.

36. IlokazaTu HejemTHAKOCT

a2005 62005 CQOO5 a2004 + b2004 + c2004

b—i—c+c—l—a+a+b/ 2

37. Heka je BCLK xkBampaT KOHCTPYHWCAH cloJba Ha crpanuiu BC
omrpoyraor tpoyraa AABC. Ilamwe uvera je C'D Bucuna u3 C', Tako
na je D wa AB m H oprouenrap tpoyria ABC. Axo ce nmpaBe AK
u CD cerky y P, nokaszatu na je

HP _AB
PD CD’



38. Ilat je mpaBuanu 2n-toyrao. [IpousBosmua n TeMena cy o60jeHa
IJaBO, a ocTaJja cy obojeHa npseHoM 6ojoM. KoHcTpyucana cy asa
HM3a OpojeBa: y jeOHOM ce HAaJIa3e CBe MY:KUHE OY:KU KOje UMajy
KpajeBe IpBeHe 0o0je, a y APYrOM CBe Oy:KUHE VKU KOje UMajy
KpajeBe maaBe 6oje. JlokazaTw ma cy oBa aBa HU3a jeTHAKA.

Tpehu paspen

39. Hahwu cBe mapoBe nmpoctux 6pojeBa p,q TakBe ma je

p2n—|—1_1_q3_1
p—1 — q¢-1’

3a HEKU IPUPOIaH OPOj n.

40. Tabauma m X n Moxke ce nomnodaru L-purypama

AKO M caMo ako 8 | mn.
(L-¢urype ce mory u poruparn)

41. Kpyrosu kq u ko ce moaupyjy CroJba, IpU YeMy je MOJIYyIPEeYHUK
kpyra ki mamu. Heka cy A u D Ttauke momupa HUXOBE 3ajeTHUUKE
tanrenare d; ca ki u ko pPEcmeKTUBHO W HEKa dp, ApPyra TaHTe€HTa
kpyra ki mapaJsiesnsa ca dy, ceuye Kpyr ko y Taukama F u F'; HAIOKOH
Heka cy tauke B € [EF]| u C € ky Takse na npasa BC nposnasu Kpo3
D. Iorazarum nma kpyr ommcan oko tpoyria ABC momupyje npaBy
dy.

42. Hahu cBe nonmuuome P(x), cremena n, koju umajy cienehe nse
ocobuHe:

1° ckyn koepunmjenara P(z) jemnak je ckymy {0,1,...,n};

2° cBe myue nonmuaoMa P(z) cy peadne.



