
PRVO PROBNO TAKMIQEǋE
nedeǉa, 5. decembar 2004.

Prvi razred

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

1. Ispitati da li postoji prirodan broj n za koji je broj

n2 + 2n + 2005

potpun kvadrat.

2. Gusar je oteo staru kartu ostrva sa blagom. Na ǌoj su
ucrtani ambar, bunar, vetreǌaqa i greben (koji su na karti
oznaqeni sa A,B, V, G), i oni se nalaze u temenima paralelo-
grama. Na pravolinijskom putu od ambara do bunara ucrtan
je jablan (J) tako da je odnos AJ : JB = 4 : 1. Na pravolini-
jskom putu izme�u vetreǌaqe i grebena ucrtana je lipa (L). Na
pravolinijskom putu od grebena do bunara nalaze se zakopano
blago (X) i krqma (K). Na karti se ambar, zakopano blago i
lipa nalaze na istom pravolinijskom putu. Tako�e na karti
se jablan, krqma i lipa nalaze na istom pravolinijskom putu.
Uragan je odneo ambar, vetreǌaqu, jablan i lipu, tako da su
na ostrvu ostali samo bunar, krqma i greben. Gusar je prvo
ustanovio da je rastojaǌe od bunara do krqme 25m. Nakon toga
je seo u krqmu. Tamo je saznao da je rastojaǌe izme�u grebena i
krqme 75m. Koliko gusar treba da pre�e, kada iza�e iz krqme,
da bi doxao do blaga?

3. Krug k1 dodiruje krug k iznutra u taqki C. Neka je M
proizvoǉna taqka kruga k1 razliqita od C. Tangenta kruga
k1 u taqki M seqe krug k u taqkama A i B. Dokazati da je
^ACM = ^MCB.

4. Koliko ima petocifrenih brojeva koji imaju sve cifre parne
i deǉivi su sa 4, a nisu deǉivi sa 5?

5. Ana, Biǉana, Vesna i Gordana su prelazile reku kanuuom
na slede�i naqin.
Bilo je tri vo�ǌe sa leve na desnu obalu, pri qemu su svaki
put u kanuu bile po dve devojke, od kojih je jedna veslala. U
obe vo�ǌe sa desne obale na levu, u kanuu je bila samo jedna
devojka. Poznato je da Ana mo�e da vesla samo ako je sama u
qamcu, a Biǉana ako je sama ili sa Vesnom. Zna se i da je svaka
devojka veslala bar jednom.
Koja od ǌih je veslala dva puta?



Drugi razred

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

6. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da va�i

n + [
√

n] + 1 | n2 + n + 1.

7. Neka je ABCD tetivan qetvorougao i taqke X i Y na strani-
cama pravama AB i BC takve da je XBY D paralelogram. Ako su
M , N i L redom sredixta AC, BD i presek AC i XY , dokazati
da je taqke M , N , L i D pripadaju jednom krugu.

8. Suma tri pozitivna realna broja a, b i c je jednaka 3.3.
Dokazati da va�i

√
a +

√
b +

√
c > ab + bc + ca.

9. Na kru�nici je dato 4k taqaka. One su obojene naizmeniqno
crvenom i belom bojom. Svaka od 2k crvenih taqaka je spojena
sa taqno jednom crvenom taqkom i na taj naqin je dobijeno k
crvenih tetiva. Isto je ura�eno i sa belim taqkama i dobijeno
je k belih tetiva. Pri tome, nikoje 3 tetive se ne seku u jednoj
taqki. Dokazati da postoji najmaǌe k taqaka u kojima se seku
raznobojne tetive.

Tre�i razred i qetvrti razred

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

10. Na�i sve funkcije f : N → N takve da je

f
(
f(m) + f(n)

)
= m + n,

za svaka dva prirodna broja m i n.

11. Neka se qetiri kruga jednakih polupreqnika seku u taqki
O. Oznaqimo preseqne taqke susednih krugova (u nekom smeru)
sa A, B, C i D. Dokazati da va�i

AB ·OC ·OD + CD ·OA ·OB = AD ·OC ·OB + BC ·OA ·OD.

12. Neka su a i b razliqiti prirodni brojevi za koje

a2 + ab + b2 | ab(a + b).



Dokazati da je |a− b| > 3
√

3ab.

13. Buba se na poqetku nalazi u taqki sa koordinatama (1,
√

2).4.
U svakom potezu buba mo�e sa poǉa (x, y) da skoqi u bilo koju
taqku (x, 2x + y), (x, y − 2x), (x − 2y, y), (x + 2y, y), ali ne sme da
se vrati u taqku u kojoj je bila neposredno pre tog poteza. Da
li buba mo�e posle niza poteza da se vrati u poqetnu taqku?



DRUGO PROBNO TAKMIQEǋE
nedeǉa, 13. mart 2005.

Prvi razred

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

14. U oxtrouglom trouglu 4ABC, C0 je podno�je visine iz
temena C, a C1 sredixte stranice AB. Neka su E i F taqke
na stranici AB takve da su ^ACE i ^FCB jednaki. Neka su
zatim, M i N podno�ja normala iz A i B na CE, odnosno CF .
Dokazati da taqke M,N,C0 i C1 le�e na istom krugu.

15. Neka su a, b, c du�ine stranica tupouglog trougla, pri qemu
je c > a, c > b. Dokazati da va�i c3 > a3 + b3.

16. Neka za pozitivne realne brojeve a, b, c va�i

abc > ab + bc + ca.

Dokazati da je
abc > 3(a + b + c).

17. Na�i sve proste brojeve p takve da je p3 + p2 + p + 1 potpun
kvadrat.

18. U traku 1× n upisuju se redom brojevi 1, 2, . . . , n. U prvom
koraku se na proizvoǉno mesto upixe broj 1. Zatim se broj
2 upisuje na poǉe koje je susedno sa poǉem na koje je upisan
broj 1. U svakom slede�em koraku se naredni broj upisuje u
poǉe koje je susedno sa poǉem u koje je ve� upisan neki broj. U
posledǌem koraku se broj n upixe u preostalo slobodno poǉe.
Na koliko naqina je mogu�e izvrxiti takvo upisivaǌe brojeva?

Drugi razred

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

19. Spoǉa pripisana kru�nica trougla 4ABC dodiruj BC u
K i produ�etak AB u L. Druga spoǉa pripisana kru�nica
dodiruje produ�etke AB i BC u M i N . Presek KL i MN je
X. Dokazati da je CX bisektrisa ugla ACN .

20. Neka su x, y i z realni brojevi iz intervala (2, 4). Dokazati
nejednakost

x

y2 − z
+

y

z2 − x
+

z

x2 − y
> 1.



21. Neka su n i k prirodni brojevi za koje va�i nk > (k + 1)!.
Neka je M = {(x1, x2, . . . , xk) | (∀i) xi ∈ {1, 2, . . . , n}}. Dokazati da
od svakih (k + 1)! + 1 elemenata iz M postoje dva (a1, a2, . . . , ak)
i (b1, b2, . . . , bk) takvi da je

(k + 1)! | (a1 − b1)(a2 − b2) . . . (ak − bk)

22. Dato je 18 taqaka u ravni. Oni obrazuju ukupno
(
18
3

)
trou-

glova qija je ukupna povrxina P . Xest od tih taqaka je obojeno
plavo, xest crveno i xest zeleno. Dokazati da zbir povrxina

trouglova qija su temena taqke iste boje nije ve�i od
P

4
.

Tre�i razred

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

23. Spoǉa pripisana kru�nica trougla 4ABC dodiruje AB i
produ�etke CA i CB u taqkama C1, B1 i A1 tim redom. Druga
spoǉa pripisana kru�nica dodiruje stranicu AC i produ�etke
BA i BC u B2, C2 i A2. Prave A1B1 i A2B2 se seku u taqki P
dok se A1C1 i A2C2 seku u taqki Q. Dokazati da su taqke A, P
i Q kolinearne.

24. Neka su x1, . . . , xn realni brojevi qiji je zbir 0. Neka je m
najmaǌi, a M najve�i od tih brojeva. Dokazati da je

x2
1 + ... + x2

n 6−nmM.

25. Neka je niz {an} dat sa a1 = 43, a2 = 142 i an = 3an−1 + an−2

za n > 3. Dokazati:
a) an i an+1 su uzajamno prosti;
b) za svaki prirodan broj m postoji beskonaqno mnogo prirod-
nih brojeva n takvih da su i an − 1 i an+1 − 1 deǉivi sa m.

26. Neka su S1, S2, . . . , Sn podskupovi skupa realnih brojeva od
kojih je svaki unija dva zatvorena intervala. Ako svaka tri od
ovih podskupova imaju zajedniqku taqku, dokazati da postoji
taqka koja pripada bar polovini ovih podskupova.

Qetvrti razred

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



27. Neka je taqka P presek dijagonala AC i BD konveksnog
qetvorougla ABCD u kom je AB = AC = BD. Neka su O i I
centri opisanog i upisanog kruga trougla 4ABP . Dokazati da
ako je O 6= I onda su prave OI i CD normalne.

28. Neka su x1, x2, . . . , xn celi brojevi qiji je najmaǌi zajedniq-
ki delilac 1, i neka je sk = x1

k + x2
k + . . . + xn

k za sve prirodne
brojeve k. Dokazati da

NZD(s1, s2 . . . , sn) | NZS(1, 2, . . . , n).

29. Neka su a1, a2, ...an (n > 4) nenegativni realni brojevi qiji
je zbir 1. Dokazati da va�i nejednakost:

a1a2 + a2a3 + ... + an−1an + ana1 6
1
4

.

30. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i da je broj 2n-
tocifrenih prirodnih brojeva koji imaju n cifara 1 i n cifara
2 u svom dekadnom zapisu, jednak broju n-tocifrenih prirodnih
brojeva zapisanih ciframa 1, 2, 3, 4 koji u svom dekadnom zapisu
imaju isti broj jedinica i dvojki.



TRE�E PROBNO TAKMIQEǋE
Budva, sreda, 13. april 2005.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred

31. Da li postoji prirodan broj n takav da su brojevi

2n− 1, 5n− 1 i 13n− 1

potpuni kvadrati?

32. Mali Paja je na tabli 2005×2005 postavio 2005 topova koji
se ne tuku. Rekao je malom Ratku i malom Radetu da oni mogu
svakog topa da pomere za jedan skok skakaqa u xahu i da �e u
novodobijenom rasporedu postojati dva topa koja se tuku. Da
li je mali Paja u pravu?

33. Neka je M proizvoǉna taqka u unutraxǌosti trougla
4ABC. Oznaqimo sa TA, TB i TC , redom, te�ixta trouglo-
va 4BCM , 4CAM i 4ABM i neka je TM te�ixte trougla
4TATBTC . Na�i geometrijsko mesto taqaka TM , kada se taqka
M ”kre�e” po unutraxǌosti trougla 4ABC.

34. Neka su a, b, c ∈ R+. Dokazati nejednakost

a

b
+

b

c
+

c

a
>

c + a

c + b
+

a + b

a + c
+

b + c

b + a
.

Drugi razred

35. Odrediti sve prirodne brojeve n koji se mogu predstaviti
kao suma nekoliko (bar dva) uzastopna prirodna broja.

36. Dokazati nejednakost

a2005

b + c
+

b2005

c + a
+

c2005

a + b
>

a2004 + b2004 + c2004

2
.

37. Neka je BCLK kvadrat konstruisan spoǉa na stranici BC
oxtrouglog trougla 4ABC. Daǉe neka je CD visina iz C, tako
da je D na AB i H ortocentar trougla ABC. Ako se prave AK
i CD seku u P , dokazati da je

HP

PD
=

AB

CD
.



38. Dat je pravilni 2n-tougao. Proizvoǉna n temena su obojena
plavo, a ostala su obojena crvenom bojom. Konstruisana su dva
niza brojeva: u jednom se nalaze sve du�ine du�i koje imaju
krajeve crvene boje, a u drugom sve du�ine du�i koje imaju
krajeve plave boje. Dokazati da su ova dva niza jednaka.

Tre�i razred

39. Na�i sve parove prostih brojeva p, q takve da je

p2n+1 − 1
p− 1

=
q3 − 1
q − 1

,

za neki prirodan broj n.

40. Tablica m× n mo�e se poploqati L-figurama

ako i samo ako 8 | mn.
(L-figure se mogu i rotirati)

41. Krugovi k1 i k2 se dodiruju spoǉa, pri qemu je polupreqnik
kruga k1 maǌi. Neka su A i D taqke dodira ǌihove zajedniqke
tangente d1 sa k1 i k2 respektivno i neka d2, druga tangenta
kruga k1 paralelna sa d1, seqe krug k2 u taqkama E i F ; napokon
neka su taqke B ∈ [EF ] i C ∈ k2 takve da prava BC prolazi kroz
D. Dokazati da krug opisan oko trougla ABC dodiruje pravu
d1.

42. Na�i sve polinome P (x), stepena n, koji imaju slede�e dve
osobine:

1◦ skup koeficijenata P (x) jednak je skupu {0, 1, . . . , n};

2◦ sve nule polinoma P (x) su realne.


